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Цели проведения НИР. 

Проект направлен: 

- на обоснование корректности новых математических моделей деформирования упругих и 

вязкоупругих тел, имеющих неоднородности в виде трещин и включений, а также 

состоящих из материалов различной реологии.  

Содержание НИР: 

В ходе выполнения НИР исследованы и получены результаты по следующим вопросам: 

корректная постановка краевых задач о деформировании упругих и вязкоупругих тел с 

дефектами в виде включений и трещин; формулировка эквивалентных постановок в виде 

вариационных неравенств и уравнений с пояснениями о характере эквивалентности в 

рамках терминов соболевских пространств; доказательство теорем существования и 

единственности решений поставленных задач; обоснование предельных переходов по 

параметрам жесткости. 

Выполнение основных требований к проведению НИР. 

I. Требования к выполняемым работам. 

Исследования проводились с использованием современных методов исследования 

нелинейных задач с условиями типа неравенств на границе, методов функционального 

анализа, вариационного исчисления.  

II. Требования к разрабатываемой документации: 

По результатам проведенной НИР представлены следующие виды документации: 

научный отчет о выполненной НИР за период 01.09.2017-31.08.2018, содержащий 

результаты исследований, описание методов, ссылки на российские и зарубежные 

исследования в соответствующей области, перечень подготовленных к публикации статей 

и тезисов докладов на конференциях и семинарах; копии первых страниц опубликованных 

научных статей с официальных сайтов изданий, подтверждение принятия статьи к 

публикации, подтверждение получения статьи научным журналом; копии тезисов докладов 

на конференциях. 

III. Требования к кадровому обеспечению выполнения НИР. 

Для выполнения НИР привлечены: зав.лабораторией гидроаэроупругости Института 

гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН д.ф.-м.н., профессор Хлуднев А.М., 

являющийся ведущим исследователем мирового уровня, руководителем научной школы в 

соответствующей области, имеющий публикации в ведущих в своей области российских и 

международных научных журналах; квалифицированные исследователи, имеющие опыт 

научной работы и публикации в российских и международных научных журналах; 1 

аспирант и 1 магистрант.  



IV. Требования к техническому обеспечению выполнения НИР. 

Исследования носят преимущественно фундаментальный характер, специального 

оборудования не требуется. 

Актуальность темы. Изучение поведения тел, имеющих те или иные неоднородности, 

находящихся под воздействием внешних нагрузок, является перспективным современным 

направлением развития математического моделирования процессов деформирования 

различных инженерных конструкций. К ним относятся как примеры нарушения 

целостности объекта (трещины, дефекты, технологические разрезы), так и композиционные 

особенности материала (включения различного характера). Для учета влияния этих 

неоднородностей на последствия нагружения конструкции необходимо принимать во 

внимание возникающее взаимодействие контактирующих при этом тел и поверхностей. 

Например, контакт берегов трещины, поверхности включения с материалом матрицы 

композита и другие случаи. С математической точки зрения это означает требование 

корректности описания условий, накладываемых на решения краевых задач теории 

упругости в зоне возможного контакта.  

Новизна темы. Рассмотрены задачи о равновесии двумерных упругих и вязкоупругих тел, 

содержащих неоднородности различного характера, такие, как трещины, объемные и 

тонкие включения, круглый вырез, а также упругие и жесткие включения. Рассматривается 

задача о тонком упругом включении, которое отслаивается от упругой матрицы, образуя 

трещину. Таким образом, постановка задачи рассматривается в области с разрезом и 

круглым вырезом, в полости выреза находится жесткое препятствие. Включение 

моделируется как балка Бернулли-Эйлера, расположенная на одном из берегов трещины. 

На краях выреза и на берегах разреза заданы неклассические граничные условия в виде 

неравенств, исключающие проникание точек противоположных берегов трещины, а также 

точек тела и жесткого препятствия. Приведена дифференциальная и вариационная 

постановка задачи, обоснована ее однозначная разрешимость, а также доказана 

эквивалентность указанных постановок при условии достаточной гладкости решений. 

Далее, для поставленной задачи обоснован предельный переход по параметру, 

характеризующему жесткость материала включения. Показано, что предельной является 

задача о тонком жестком включении, рассмотренная во второй главе работы. Для 

исследования подобных задач широко используются методы вариационных неравенств 

[1,2,3], при выводе условий непроникания используются формулы теории упругости [4], 

при исследовании также используются методы функционального анализа и соболевских 

пространств [5,6,9]. В работах Хлуднева А.М. разработан общий подход к исследованию 



данного класса задач [15-20]. Различные случаи задач с трещинами и тонкими 

включениями, в том числе жесткими, исследованы в работах Лазарева Н.П., Поповой Т.С., 

Неустроевой Н.В., Рудого Е.М. [7-8,10-14]. Изучению задач о сопряжении различных типов 

включений и предельный переход по параметру посвящены работы [17,20].  

Результаты НИР за отчетный период:  

1. Исследована задача равновесия вязкоупругого тела с объемным упругим 

включением без отслоения: доказана однозначная разрешимость, обоснована 

эквивалентность дифференциальной формулировки и формулировки в виде уравнения, 

обоснован предельный переход от объемного жесткого включения к тонкому жесткому 

включению. Задача о равновесии вязкоупругого тела с отслоившимся упругим включением, 

не выходящим на внешнюю границу: доказательство  однозначной разрешимости,  вывод 

полной системы краевых условий, обоснование эквивалентности дифференциальной 

формулировки и вариационного неравенства, получение в предельном случае задачи о 

жестком включении, получение дополнительных свойств решений. Исследованы задачи о 

равновесии для вязкоупругого тела с тонким упругим включением. Доказательство 

существования и единственности решения задачи о вязкоупругом теле, содержащем тонкое 

включение Бернулли – Эйлера без отслоения. Доказательство существования и 

единственности решения задачи о вязкоупругом теле, содержащем отслоившееся тонкое 

включение Бернулли – Эйлера; вариационная формулировка, доказательство 

эквивалентности дифференциальной и вариационной постановок. Обоснование 

предельного перехода в задаче о тонком включении Бернулли – Эйлера в вязкоупругом теле 

по параметру жесткости; вывод полной системы краевых условий. 

2. Исследование задачи о двумерном упругом теле с круглым вырезом, трещиной и 

тонким включением; на берегах трещины заданы краевые условия типа неравенств; 

доказано существование и единственность решения, вывод полной системы краевых 

условий. Доказана теоремы существования, а также выведена полная система краевых 

условий. 

 

Результаты работы опубликованы в 7 научных статьях, а также тезисах VIII 

международной конференции по  математическому моделированию, 2017 (Якутск), XXV 

Международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых 

"Ломоносов"(2018, Москва), а также апробированы в XXIV Международной научной 

конференции студентов, аспирантов и молодых ученых "Ломоносов"(2017, Москва). 

 

 



Заключение 

 

1. Исследована задача равновесия вязкоупругого тела с объемным упругим 

включением без отслоения: доказана однозначная разрешимость, обоснована 

эквивалентность дифференциальной формулировки и формулировки в виде уравнения, 

обоснован предельный переход от объемного жесткого включения к тонкому жесткому 

включению. Задача о равновесии вязкоупругого тела с отслоившимся упругим включением, 

не выходящим на внешнюю границу: доказательство  однозначной разрешимости,  вывод 

полной системы краевых условий, обоснование эквивалентности дифференциальной 

формулировки и вариационного неравенства, получение в предельном случае задачи о 

жестком включении, получение дополнительных свойств решений. Исследованы задачи о 

равновесии для вязкоупругого тела с тонким упругим включением. Доказательство 

существования и единственности решения задачи о вязкоупругом теле, содержащем тонкое 

включение Бернулли – Эйлера без отслоения. Доказательство существования и 

единственности решения задачи о вязкоупругом теле, содержащем отслоившееся тонкое 

включение Бернулли – Эйлера; вариационная формулировка, доказательство 

эквивалентности дифференциальной и вариационной постановок. Обоснование 

предельного перехода в задаче о тонком включении Бернулли – Эйлера в вязкоупругом теле 

по параметру жесткости; вывод полной системы краевых условий. 

2. Исследование задачи о двумерном упругом теле с круглым вырезом, трещиной и 

тонким включением; на берегах трещины заданы краевые условия типа неравенств; 

доказано существование и единственность решения, вывод полной системы краевых 

условий. Доказана теоремы существования, а также выведена полная система краевых 

условий. 
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